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摘    要：近年来，随着本体研究的深入，各类机器学习方法被尝试应用于本体相似度计算和本体映射获取。稳

定性是本体学习算法的必要条件，它从本质上体现了算法的可用性，即要求本体学习算法的最优解不会受到本

体样本的小幅度调整而发生大的变化。本文研究了删除一个本体样本点的条件下，对本体学习算法的期望误

差与经验误差的差值产生的影响。分别在本体学习算法一致稳定和假设空间一致稳定两种不同的框架下，利

用统计学习理论的技巧，得到对应广义界的上界估计。
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Two classes of LOO uniform stability and generalization
bounds of ontology learning algorithm
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Abstract: Recently, with deepening ontology research, efforts have been made to apply various machine-learning meth-
ods to ontology similarity calculations and mapping acquisitions. Stability is a necessary condition for ontology-learn-
ing algorithms. It requires that the optimal solution of the algorithm does not undergo major changes due to small adjust-
ments to the ontology samples; thus, it essentially reflects the usability of the algorithm. In this study, we investigated
the effect of deleting an ontology sample point on the difference between the expected and empirical errors of the onto-
logy-learning  algorithm.  In  two settings  of  the  ontology-learning  algorithm—uniform stability  and hypothetical  space
uniform  stability —obtained  using  statistical  learning  theory,  the  corresponding  upper  bound  estimates  of  generalized
bounds are determined.
Keywords: ontology; machine learning; stability; generalized bound; ontology data-dependent function; ontology
sample dependent hypothesis set; Rademacher complexity; empirical Rademacher complexity
 

本体的概念首先属于西方哲学的范畴，是指

客观存在在逻辑层面上的表达和概括。作为形而

上学的一个分支，本体论在哲学领域的主要研究

问题是“是否存在非物质事物”。20 世纪 80 年代

引入到人工智能领域，之后对本体有自己的定义。

近年来，本体作为概念语义表示的工具，与其他

数据库相比，有着结构化存储、易于在不同本体

之间建立映射和本体对齐等优势，因而被广泛应

用于各个学科，在生物、化学、医学、材料、能源

等领域都能看到本体在特定的场景下发挥作用。

Skalle 等 [1] 阐述了如何使用知识建模和本体

工程方法开发模型，并利用本体模型来预测钻井

过程中的井下故障。Sobral 等 [2] 提出了一个基于
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本体的框架来支持来自智能交通系统的数据的集
成和可视化。Al-Sayed 等[3] 设计了一种称为 Cloud-
FNF 的综合云本体，根据该本体结构，云服务被
分类为若干个类别。Tebes 等 [4] 给出分析和记录
软件测试本体的系统审查结果的方法。Pradeep
等[5] 在基于本体的平衡二叉树中搜索预定的用户
查询，最后使用 Okapi BM25 对相关结果进行排序
并交付给用户。Hema 等 [6] 提出了一种新的基于
信任的隐私保护框架，通过本体服务排序 TBPF-
OSR 进行用户身份验证。 Messaoudi 等 [7] 给出了
关于疾病治疗医学本体研究的综述。Mantovani
等 [ 8 ] 提出了一种本体驱动的地质图知识表示。
本体形式语言允许通过语义类别和属性对地球科
学家的解释进行机器可读编码，并支持知识共享
和互操作性。Abeysinghe 等 [9] 通过在基因本体
(gene ontology, GO) 本体概念的基于序列的表示
之上，利用新的术语代数以及 3 个条件规则（单调
性、交集和子概念规则）开发了基于包含的子项
推理框架。Kossmann 等 [10] 提出了潜艇探测着陆
器的本体驱动框架。

G = (V,E)

f : V → R

f : Rp→ R

随着越来越多的本体被定义和应用，以及越
来越多的本体算法被设计并尝试用于不同的本体
工程应用领域，学习算法也被逐渐应用于本体。
本体学习算法就是将机器学习方法与本体自身结
构相融合，通过本体样本的学习得到本体函数。
具体地说，本体用图结构表示，设 为本体
图对应某个本体 O，其顶点对应 O 中概念，顶点
之间的边对应两个顶点某种直接联系。本体可以
用有向图来表示，其中边的权值由边的类型等因
素决定。本体学习算法可以看成图算法，通过本
体样本 S按照一定的学习规则学习得到本体函数

。该本体函数的作用是将整个本体图映
射到一维实数轴，每个本体顶点（对应本体概念）
映射为一维实数。在最开始的本体数值化表示
中，往往要求每个本体顶点都用一个 p维向量来
表示，因此本体学习算法本质上就变成一种降维
算法，目标是得到本体函数 。相关本体
学习这方面的研究可参考文献 [11-19]。

稳定性是一个本体学习算法在具体工程应用
领域可以使用的基本条件，它要求算法在学习样
本集发生轻微改变时输出结果不会发生本质性的
改变。常见的变换有：删除一个样本 (leave one
out, LOO)，删除两个样本 (leave two out, LTO)，替
换一个样本 (place one, PO)。只有满足稳定性的
本体学习算法才具备泛化性，才有可能对同类数
据发挥作用。已有部分文献对本体算法的稳定性
进行了讨论，可参考文献 [15，20-21]。

具体地说，通常把本体数据分成两类：训练集

（样本集）和测试集。通过本体样本的训练，按照

一定的本体学习算法得到本体函数，再将本体函

数应用于同类本体数据（测试集）。我们希望从

样本学习得到的本体函数同样适用于同一个本体

的其他本体数据，即算法具有很好的扩展性能。

这必须要求本体学习算法具有稳定性，即样本的

轻微改变对学习得到的结果影响很小。从理论上

说，稳定性是一种学习的平滑性，即最优函数的

性能随着样本容量 n的增加而缓缓提高，其特征

曲线是平滑过渡的，不会在任何一点产生剧烈的

震荡。而强烈的抖动意味着算法对于特定的本体

样本点有着特定的反映，进而说明本体学习算法

本身不适合实验对象数据，即这样的算法得到的

最优本体函数不可能对训练集以外的数据产生很

好的效果。

另一方面，理论研究最关心的是算法的收敛阶

和误差界。本文的动机是在稳定性和误差界之间

找到必然的联系。因此如果一个本体学习算法有

很好的稳定性，那么它的学习误差就会控制在某

个范围内。也就是说，本文的理论结果暗示了稳

定性不仅是本体学习算法具有泛化性的前提，而

且稳定性参数控制了本体学习算法广义界的上界。

本文针对删除一个样本的 LOO 操作，给出对

应的本体学习算法稳定性和本体函数假设空间一

致稳定性定义。并利用统计学方法，针对两类不

同的 LOO 一致稳定性定义，分别给出广义界的估

计值，这些界优于之前同框架 LOO 一致稳定性设

定论文中得到的广义界。 

1   本体学习算法及稳定性

Z
V

Z = V ×Y A : Zn→ F

A(S ) A(S , ·)

l : F ×Z→ R

l : F ×Z→ [0,1]

l( f ,z) S = { z1, z2, · · · , zn}
i ∈

{1, 2, · · · , n} vi S \i =

{z1, z2, · · · , zi−1, zi+1, · · · , zn}

zi = vi

zi = (vi,yi) i ∈ {1,2, · · · ,n}
S \i v ∈ V

设 为本体数据集，在非监督本体学习中，

Z 即为本体图顶点数据 ，对于监督本体学习则

。设本体学习算法 ，其中 F 是

本体函数空间，即假设空间。 或者 表示

本体学习算法 A 作用在本体数据 S 的输出函数。

为本体亏损函数（也可以将其正则化，

即取值限定在区间 [0,1] 内，进而也可以表示为

），给定本体函数 f和本体样本点 v，
本体亏损函数表示为 。设 为

容量为 n的本体样本。删除样本集 S中的第 i(
) 个样本 ，对应的样本集变为

，称此类变换为 LOO(leave
one out)。在样本 S的表示中，若算法为非监督本

体 学 习 算 法 ， 则 ； 在 监 督 本 体 学 习 下 有

。如果对于任意位置 i( )，任
意 S和 ，以及任意 ，有∣∣∣l(A(S ),z)− l(A(S \i),z)

∣∣∣ ⩽ γ
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γ

成立，则称本体算法 A 关于本体亏损函数 l 存在

LOO 一致稳定 。
RD[l(A(S ))] = Ez∼D[l(A(S ),z)]

R̂S [l(A(S ))] =Ez∼S [l(A(S ),z)] =
1
n

n∑
i=1

l(A(S ),zi)

设 为本体算法 A的期

望误差，

为对应的经验误差。从而本体算法 A的广义界就

定义为期望误差和经验误差的差值，记为

∆D−S (l(A)) = RD[l(A(S ))]− R̂S [l(A(S ))]

M : Zn×Z→ R
M : Zn×Z→ [0,1]

M(S , ·) M(S )
M(S , ·)

M(S ,z) =

l(A(S ),z)

RD[M(S )] = Ez∼D[M(S ,z)]

R̂S [M(S )] =Ez∼S [M(S ,z)] =
1
n

n∑
i=1

M(S ,zi)

∆D−S (M) = RD[M(S )]− R̂S [M(S )]

为了方便讨论且说明本文的结果具有更加一
般的规律，定理 1 给出的广义界对任意本体数据
依赖函数都成立。具体地说，设 （也
可以限制其值域 ）为本体数据依
赖函数 (ontology data-dependent function)，它将给
定本体数据集 S 和本体点 z 作为输入，可以看作
计算实值函数 应用到 z。这里 或者

表示 M作用在本体数据 S上而得到的输出
函数。事实上，在本体学习框架下，有

，只是前者的表示有另外的数据统计含
义，可以依赖于本体数据。在此设定下，期望误
差和经验误差分别表示为

和 。 对 应 的

广义界表示为 。

M(S ,z) = lY( f (v),y)
z = (v,y) A(S )

考虑将本体样本 S 作为输入，本体数据依赖
函数作为输出，比如在本体监督学习中，每个本
体样本点带有标记信息 y，因而 ，
即在本体样本 上执行本体学习算法 。

S ∈ Zn i ∈ {1,2, · · · ,n} z ∈ Z∣∣∣M(S ,z)−M(S \i,z)
∣∣∣ ⩽ γ

M : Zn×Z→ R γ

S ,S ′ ∈ Zn

∀E ⊆ Y

若对所有 ，任意 ，任意
有 成立，则称本体数据依赖

函数 存在 LOO 一致稳定 。若对所
有 ，其中 S和 S’是容量相同的两个本体数
据集且只有一个数据不相同，满足 ，有

P[M(S ) ∈ E] ⩽ eεP[M(S ′) ∈ E]
A : Zn→ Y ε ε则称算法 是 -差分隐私（leave-one-out- -

differentially private）的。本体学习算法的假设空

间 (hypothesis space)就是本体函数选取的范围空

间，也称为假设集，它是本体学习算法设计的核

心。假设空间过大意味着函数选取的范围很大，

会导致算法不收敛；而假设空间过小又会导致得

到的最优本体函数性能不佳。理想的本体学习算

法都会对假设空间有精巧的设计，一般在数学上

会选取凸函数空间，常见的本体假设空间有再生

核希尔伯特空间、索伯列夫空间等。由于假设空

间是一个抽象的函数空间，一般用抽象的工具来

刻画它的大小，比如覆盖数 (covering number)。
在一般学习框架下，本体假设空间是由算法

本身决定的，独立于本体样本，记为 F。本文将考
虑受本体数据集影响的假设空间，称为本体样本

FS

FS

FS

FS ⊂ F F =
∪

S∈Zn

FS

F = (FS )S∈Zn

依赖假设集 (ontology sample dependent hypothesis
set)，也称为本体数据依赖假设集 (ontology data
dependent hypothesis set)，记为 ，表示根据本体训
练样本集 S而选取的本体函数空间。F和 的关
系是：当 S 给定后， 通常选取为 F 的一个子集，
即 。进而可以写成 。这样，F表示

为 本 体 数 据 依 赖 假 设 集 的 并 集 ， 故 也 称
为本体数据依赖假设集族。

n ∈ N i ∈
{1,2, · · · ,n} S

S \i β ⩾ 0 f ∈ FS

f ′ ∈ FS \i z ∈ Z |l( f ,z)−
l( f ′,z)| ⩽ β F =
(FS )S∈Zn β β

给定本体样本容量 。如果对任意
，任意本体样本集 和删除一个元素后

的本体样本集 ，存在某个 ，对任意 ，都
存 在 某 个 ， 使 得 对 任 意 都 有

成立。则称本体数据依赖假设集族
存在 LOO 一致稳定 ，简称 -稳定。

n ∈ N S ∈ Zn

E
z∼S

 sup
f∈FS , f ′∈FS \i

(l( f ,z)− l( f ′,z))
 ⩽ χ

F = (FS )S∈Zn χ

χ ⩾ 0 E
S∼Dn ,z∼S

 sup
f∈FS , f ′∈FS \i

(l( f ,z)−

l( f ′,z))
]
⩽ χ̄ F χ̄

χ̄ ⩾ 0

给定本体样本容量 。若对任意 ，都

有 成立，则称本体数

据依赖假设集族 存在 LOO-CV 稳定 ，

其 中 。 更 进 一 步 ， 若

成立，则称 存在 LOO-均值 CV 稳定 ，

同样 。
F = (FS )S∈Zn ∆

∆̄

本体数据依赖假设集族 的直径 和

均值直径 分别定义为

∆ = sup
S∈Zn

E
z∼S

[
sup

f , f ′∈FS

(l( f ,z)− l( f ′,z))
]

∆̄ = E
S∈Zn ,z∼S

[
sup

f , f ′∈FS

(l( f ,z)− l( f ′,z))
]

S ,T ∈ Zn

σ S T,σ

i ∈ {1,2, · · · ,n} σi = −1

FS T,σ

FσS ,T

对任意两个本体样本集 以及拉德马
赫向量 ，集合 由 S 通过如下变换得到：对于

，若发现 ，则将 S中第 i个元素
替换成集合 T 中的第 i 个元素。将假设集 记
为 。

n ∈ N F = (FS )S∈Zn

S =
{
zS

1 ,z
S
2 , · · · ,zS

n

}
T =

{
zT

1 ,

zT
2 , · · · ,zT

n

}
固定 ，本体数据依赖假设集族

关 于 两 个 本 体 样 本 集 和

的拉德马赫复杂度 (Rademacher complex-
ity) 和经验拉德马赫复杂度 (empirical Rademacher
complexity) 分别定义为

Ξn(F) =
1
n

E
S ,T∼Dn ,σ

 sup
f∈FσS ,T

n∑
i=1

σi f (zi
T )


Ξ̂S ,T (F) =

1
n

E
σ

 sup
f∈FσS ,T

n∑
i=1

σi f (zT
i )


 

2   算法理论分析

M : Zn×Z→ [0,1]

γ

δ ∈ (0,1)

定理 1　设 为本体数据依赖
函数且存在 LOO 一致稳定 ，则对于任意 Z 上的
概率分布 D和任意 ，有
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E
S∼Dn

[(∆D−S (M))2] ⩽ 64γ2+
2
n

(1)

P
S∼Dn

∆D−S (M) ⩾ 8

√
(4γ+

1
n

) ln
8
δ

 ⩽ δ (2)

本文的第一个主要结果给出了本体数据依赖
函数框架下的学习算法广义界以及广义界平方的
上界，其中式 (1）说明本体稳定算法的误差界的
平方的期望值可以被一致稳定参数所控制在某个
固定的范围内，而式 (2) 则说明误差界越大，它发
生的概率越小。

S S ∈ Zm×n

S 1,S 2, · · · ,S m l

i S l,i l ∈ {1,2, · · · ,m}

证明　考虑 m个本体数据集，每个数据集的

容量均为 n。为了防止混淆，称其为多重本体数

据集，记为 。显然 ，将每个本体子数据集

分别记为 ，且第 个本体子数据集的第

个元素记为 。设 ，定义

fl(S ) = ∆D−S l
(M) = RD[M(S l)]− R̂S l

[M(S l)] (3)
S S ′ S ′ S

S \k(i) S ′

l , k S l = S ′l fl(S ) = fl(S ′) l = k

设 和 是两个多重本体数据集，且 与 相

比仅仅是第 k 个本体数据子集的第 i 个元素不

同。设 为多重本体数据集，它通过删除 中

第 k 个本体数据子集的第 i 个元素得到。如果

，则 ，进而有 。若 ，则∣∣∣RD[M(S l)]−RD[M(S ′l)]
∣∣∣ = |RD[M(S l)]−RD[M(S \k(i)

l )]+

RD[M(S \k(i)
l )]−RD[M(S ′l)]| ⩽

∣∣∣RD[M(S l)]−RD[M(S \k(i)
l )]

∣∣∣+∣∣∣RD[M(S \k(i)
l )]−RD[M(S ′l)]

∣∣∣ = ∣∣∣∣∣ E
z∼D

[M(S l,z)−M(S \k(i)
l ,z)]

∣∣∣∣∣+∣∣∣∣∣ E
z∼D

[M(S \k(i)
l ,z)−M(S ′l ,z)]

∣∣∣∣∣ ⩽ 2γ∣∣∣R̂S l
[M(S l)]− R̂S ′l [M(S ′l)]

∣∣∣ =∣∣∣∣∣∣∣1n
n∑

j=1

M(S l,S l, j)−
1
n

n∑
j=1

M(S ′l ,S
′
l, j)

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽∣∣∣∣∣∣∣1n
n∑

j=1,i, j

M(S l,S l, j)−
1
n

n∑
j=1,i, j

M(S ′l ,S
′
l, j)

∣∣∣∣∣∣∣+∣∣∣∣∣1n M(S l,S l,i)−
1
n

M(S ′l ,S
′
l,i)

∣∣∣∣∣ ⩽∣∣∣∣∣∣∣1n
n∑

j=1,i, j

M(S l,S l, j)−
1
n

n∑
j=1,i, j

M(S \k(i)
l ,S

\k(i)
l, j )

∣∣∣∣∣∣∣+∣∣∣∣∣∣∣1n
n∑

j=1,i, j

M(S \k(i)
l ,S

\k(i)
l, j )− 1

n

n∑
j=1,i, j

M(S ′l ,S
′
l, j)

∣∣∣∣∣∣∣+∣∣∣∣∣1n M(S l,S l,i)−
1
n

M(S ′l ,S
′
l,i)

∣∣∣∣∣ ⩽
2γ+

1
n∣∣∣ fl(S )− fl(S ′l)

∣∣∣ ⩽ 4γ+
1
n

这说明 。

l ∈ {1,2, · · · ,m}
Ml : Zn×Z→ [0,1] γ A : Zn×m→
{1,2, · · · ,m} ε

对任意 ，设本体数据依赖函数

拥有 LOO 一致稳定 ，

是 -差分隐私算法。
XS = ES∼Dmn ,l=A(S ) [R̂S l

[Ml(S l)]] I(·)设 ， 为真值函数

（论断为真时取值 1，否则取值 0），则

XS = ES∼Dmn ,l=A(S )

1
n

n∑
i=1

Ml(S l,S l,i)

 =
EA,S∼Dmn

1
n

n∑
i=1

m∑
l=1

I(A(S ) = l)Ml(S l,S l,i)

 =
1
n

n∑
i=1

m∑
l=1

ES∼Dmn [EA[I(A(S ) = l)] ·Ml(S l,S l,i)] ⩽

1
n

n∑
i=1

m∑
l=1

ES∼Dmn [eε ·EA[I(A(S l(i),z) = l)]×

(Ml(S i,z
l ,S l,i)+γ)] =

1
n

n∑
i=1

m∑
l=1

ES∼Dmn ,z∼D[eε ·EA[I(A(S ) = l)] · (Ml(S l,z)+γ)] =

ES∼Dmn ,z∼D,l=A(S )[eε · (Ml(S l,z)+γ)] =
eε(ES∼Dmn ,z∼D,l=A(S )[Ml(S l,z)]+γ)

S l(i),z

S i,z
l

S l

式中： 为多重本体数据集，它通过将第 l个本体

数据子集的第 i 个元素替换成 z 得到； 是通过

将 中第 i个元素替换成 z得到的本体数据子集。

由此可以得到
e−εXS −γ ⩽ ES∼Dmn ,l=A(S )[RD[Ml(S l)]] ⩽ eεXS +γ (4)
式（4）的后半部分可以用类似的方法得到。

特别地，有∣∣∣∣ES∼Dmn ,l=A(S )

[
RD [Ml(S l)]− R̂S l

[Ml(S l)]
]∣∣∣∣ ⩽ eε−1+γ (5)

m =
ln2
δ

f1, f2, · · · , fm

fm+1(S ) = 0 f1,

f2, · · · , fm, fm+1 l ∈ {1,2, · · · ,

m}
∣∣∣ fl(S )− fl(S ′l)

∣∣∣ ⩽ 4γ+
1
n

l ∈ {1,2, · · · ,

m} Ml = M Mm+1 = 0

首先证明 (2) 成立。取 ，设

为实值函数 (如式 (3) 定义)， 。设 A是

上的执行算法满足对任意

有 。注意到，对于

有 且 ，因此由式（5）可知：
ES∼D(m+1)n [El=A(S ) fl(S )] =

Ea−D(m+1)m ,−A(a)

[
RD [Ml (Ql)]− R̂ml

[Ml (S l)]
]
⩽ eε−1+γ

运用文献 [22] 中引理 7.1 可知：

ES∼Dmn

[
max

{
max

l∈{1,2,··· ,m}
RD[M(S l)]− R̂S l

[M(S l)],0
}]
=

ES∼Dmn

[
max
l∈[0,m]

fl(S )
]
⩽

ES∼Dmn [El=A(S ) fl(S )]+
2
(
4γ+

1
n

)
ε

ln(m+1) ⩽

eε−1+γ+
8γ+

2
n
ε

ln(m+1)

ε=

√(
4γ+

1
n

)
ln(m+1)=

√(
4γ+

1
n

)
ln

(
e ln2
δ

)
ε ⩾

1
2

ε <
1
2

eε−1 ⩽ 2ε

γ ⩽
√
γ

选 取

当 时式（2）显然成立。当 时有 ，

进而根据 有

4

√(
4γ+

1
n

)
ln

(
e ln2
δ

)
+γ ⩽ 4

√(
4γ+

1
n

)
ln

(
8
δ

)
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结合文献 [23] 中引理 1.2 可知：

P
S∼Dn

RD[M(S )]− R̂S [M(S )] ⩾ 8

√(
4γn+

1
n

)
ln

8
δ

⩽ ln2
m
⩽ δ

从而式 (2) 成立。

L(S ,z) = M(S ,z)−RD[M(S )]

S ∈ Zn

RD[L(S )] = 0

式 (1) 证明：设 ，则易

证 L是关于分布 D的无偏估计，对任意 都有

。由于 M 的取值范围在 [0,1] 内，因

此 L取值范围是 [−1,1]。由于∣∣∣RD[M(S )]−RD[M(S \i)]
∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣∣ E

z∼D
[M(S ,z)−M(S \i,z)]

∣∣∣∣∣ ⩽ γ
2γL拥有 LOO 一致稳定至多为 。又因为

∆D−S (M) = RD[M(S )]− R̂S [M(S )] =
1
n

n∑
i=1

(RD[M(S )]−M(S ,zi)) = −
1
n

n∑
i=1

L(S ,zi) = −R̂S [L(S )]

得到

E
S∼Dn

[
(∆D−S (M))2

]
= E

S∼Dn

[
(R̂S [L(S )])2

]
L : Zn×Z→ [−1,1] 2γ

由此，式 (1) 等价于证明：设本体数据依赖函数

拥有 LOO 一致稳定 ，D 是 Z
上的任意分布。如果 L是关于 D的无偏估计，则有

E
S∼Dn

[
(R̂S [L(S )])2

]
⩽ 64γ2+

2
n

(6)

S i,z

RD
S [L(S )] = E

z∼D

1
n

n∑
i=1

L(S i,z,zi)


记 是将 S 中的第 i 个元素替换为 z，并设

,有∣∣∣R̂S [L(S )]−RD
S [L(S )]

∣∣∣ =∣∣∣∣∣∣∣1n
n∑

i=1

L(S ,zi)− E
z∼D

1
n

n∑
i=1

L(S i,z,zi)


∣∣∣∣∣∣∣ ⩽∣∣∣∣∣∣∣1n

n∑
i=1

E
z∼D

[
L(S ,zi)−L(S i,z,zi)

]∣∣∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣∣∣1n
n∑

i=1

E
z∼D

[
L(S ,zi)−L(S \i,zi)+L(S \i,zi)−L(S i,z,zi)

]∣∣∣∣∣∣∣ ⩽∣∣∣∣∣∣∣1n
n∑

i=1

E
z∼D

[
L(S ,zi)−L(S \i,zi)

]∣∣∣∣∣∣∣+∣∣∣∣∣∣∣1n
n∑

i=1

E
z∼D

[
L(S \i,zi)−L(S i,z,zi)

]∣∣∣∣∣∣∣ ⩽ 2γ+2γ = 4γ

E
S∼Dn

[
(RD

S [L(S )])2
]
⩽ E

S∼Dn ,z∼D


1

n

n∑
i=1

L(S i,z,zi)

2 =
1
n2

n∑
i=1

E
S∼Dn ,z∼D

[
(L(S i,z,zi))

2]
+

1
n2

∑
i, j∈{1,2,··· ,n},i, j

E
S∼Dn ,z∼D

[
L(S i,z,zi)L(S j,z,z j)

]
⩽

1
n
+

1
n2

∑
i, j∈{1,2,··· ,n},i, j

E
S∼Dn ,z∼D

[
L(S i,z,zi)L(S j,z,z j)

]
S i, j,zi ,z j

zi z j

记 是将 S 中的第 i 个元素和第 j 个元素

分别替换为 和 而得到的新本体数据集，并设

h(z) = min
zi ,z j∈Z

L(S i, j,zi ,z j ,z)+4γ。

注意到：
max
zi ,z j∈Z

L(S i, j,zi ,z j ,z) ⩽ min
zi ,z j∈Z

L(S i, j,zi ,z j ,z)+8γ

可知： ∣∣∣L(S i, j,zi ,z j ,z)−h(z)
∣∣∣ ⩽ 4γ

因此：

E
S∼Dn ,z∼D

[
L(S i,z,zi)L(S j,z,z j)

]
=

E
zi ,z j ,z∼D

[
L(S i,z,zi)L(S j,z,z j)

]
=

E
zi ,z j ,z∼D

[
(L(S i,z,zi)−h(zi))(L(S j,z,z j)−h(z j))

]
+

E
zi ,z j ,z∼D

[
h(zi)L(S j,z,z j)

]
+

E
zi ,z j ,z∼D

[
h(z j)L(S i,z,zi)

]
− E

zi ,z j∼D

[
h(zi)h(z j)

]
⩽ (4γ)2+

E
zi ,z j ,z∼D

[
h(zi)L(S j,z,z j)

]
+

E
zi ,z j ,z∼D

[
h(z j)L(S i,z,zi)

]
−

(
E

z′∼D
[h(z′)]

)2

zi

z j zi

考虑到 L 是无偏估计且函数 h 不依赖于 或

，因此对应每个给定的 和 z，有

E
z j∼D

[
h(zi)L(S j,z,z j)

]
= h(zi)RD

[
L(S j,z)

]
= 0

即

E
zi ,z j ,z∼D

[
h(zi)L(S j,z,z j)

]
= E

zi ,z j ,z∼D

[
h(z j)L(S i,z,zi)

]
= 0

故有

E
S∼Dn

[
(RD

S [L(S )])2
]
⩽

1
n
+

1
n2

∑
i, j∈{1,2,··· ,n},i, j

E
S∼Dn ,z∼D

[
L(S i,z,zi)L(S j,z,z j)

]
⩽

1
n
+

1
n2

∑
i, j∈{1,2,··· ,n},i, j

16γ2−
(

E
z′∼D

[h(z′)]
)2 ⩽

1
n
+

1
n2

∑
i, j∈{1,2,··· ,n},i, j

16γ2 ⩽
1
n
+16γ2

最后，

E
S∼Dn

[
(R̂S [L(S )])2

]
=

E
S∼Dn

[
(RD

S [L(S )]+ R̂S [L(S )]−RD
S [L(S )])2

]
⩽

2E
S∼Dn

[
(RD

S [L(S )])2
]
+

2E
S∼Dn

[
(R̂S [L(S )]−RD

S [L(S )])2
]
⩽

2
(

1
n
+16γ2

)
+2(4γ)2 = 64γ2+

2
n

由此，式 (1) 得证。
R̂LOO[l(A(S ))] =

1
n

n∑
i=1

l(A(S \i),zi) Z = V ×Y

z = (v,y)

R̂LOO[l(A(S ))] =
1
n

n∑
i=1

l(AS \i (vi),yi)

定义本体学习算法的 LOO 估计为

。在监督本体学习下， ，每

个本体样本点为 ，可将 LOO 估计写成

，同时期望误差可以
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RD[l(A(S ))] = E(v,y)[l(AS (v),y)]

γ

|l(AS (v),y)− l(AS \i (v),y)| ⩽ γ gi = gi(z1,

z2, · · · ,zn) = E(Ez∼D[l(AS\i (v),y)]− l(AS\i (vi),yi))

写成 。监督本体学习算

法 A关于本体亏损函数 l存在 LOO 一致稳定 可

以重新写为 ，令

。

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

gi

∣∣∣∣∣∣∣
γ

本文第二个主要结论刻画了关于 LOO 估计

的广义界和 之间的差值可以被 LOO 一致稳

定 所决定。

γ

l(·, ·) ⩽ L

定理 2　设监督本体学习算法 A关于本体亏

损函数 l 存在 LOO 一致稳定 ，且本体亏损函数

l有界： ，有∣∣∣∣∣∣∣RD[l(A(S ))]− R̂LOO[l(A(S ))]−
∣∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

gi

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ ⩽ nγ

证明　通过直接计算，可得∣∣∣n(RD[l(A(S ))]− R̂LOO[l(A(S ))])
∣∣∣ =∣∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

(E(v,y)[l(AS (v),y)]− l(AS \i (vi),yi))

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽
nγ+

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

(E(v,y)[l(AS \i (v),y)]− l(AS \i (vi),yi))

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽
nγ+

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

gi

∣∣∣∣∣∣∣
用类似的方法可以得到：∣∣∣∣n (

RD[l(A(S ))]− R̂LOO[l(A(S ))]
)∣∣∣∣ ⩾

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

gi

∣∣∣∣∣∣∣−nγ

因此，定理 2 得证。
F = (FS )S∈Zn

∆ ∆̄

β ∆+β

∆̄+β

定理 3　设本体数据依赖假设集族

的直径和均值直径分别为 和 ，且有 LOO 一致稳

定 ，则 F 有 LOO-CV 稳定 和 LOO-均值 CV
稳定 。

S ∈ Zn z ∈ S f ∈ FS f ′ ∈ FS \i

f ′′ ∈ FS l( f ′,z)−
l( f ′′,z) ⩽ β

证明　设 ， 。对任意 ， ，

由 LOO 一致稳定条件，存在 使得

。从而
l( f ′,z)− l( f ,z) = l( f ′,z)− l( f ′′,z)+ l( f ′′,z)− l( f ,z) ⩽

β+ sup
f , f ′′ ∈FS

(l( f
′′
,z)− l( f ,z))

进而
sup

f∈FS , f ′∈FS \i

(l( f ′,z)− l( f ,z)) ⩽ β+ sup
f , f ′′∈FS

(l( f ′′,z)− l( f ,z))

这说明定理 3 得证。
℘S FS设 是与 关联的本体亏损函数族：

℘S = {z 7→ l( f ,z)| f ∈ FS } (7)
Ψ = (℘S )S∈Zn ℘S

FS

f ∈ FS z ∼ D 0 ⩽ l( f ,z) ⩽

1
Ψ = (℘S )S∈Zn

设 为 的假设集族。为了方便定

理 4 讨论，假设与 关联的本体亏损函数是 1-有
界的，即对于任意 ，任意 有

。定理 4 是用本体数据依赖假设集族 LOO 一致

稳定和 来刻画拉德马赫复杂度和经验

拉德马赫复杂度之间的差值。

F = (FS )S∈Zn

β Ψ = (℘S )S∈Zn

δ > 0

S ,T ∼ Zn 1−δ

定理 4　设 为本体数据依赖假设集

族，且存在 LOO 一致稳定 。设 如式

(7) 所定义，则对任意 ，式 (8) 在所有本体样本

中以概率至少 成立：

∣∣∣Ξ̂S ,T (Ψ )−Ξn(Ψ )
∣∣∣ ⩽

√√√(
(1+2nβ)2+4n2β2

)
log

2
δ

2n
(8)

k ∈ {1,2, · · · ,n} η > 0

σ f ′ ∈ FσS ,T ′

证明　设本体样本 T'从 T中得到且和 T只有

一个本体样本点不同，不妨记第 k个元素不同，其

中 。给定 ，对于任意拉德马赫向

量 ，根据上确界的定义，存在 使得
n∑

i=1

σil( f ′, zT
i ) ⩾ sup

f∈FσS ,T ′

n∑
i=1

σil( f , zT ′
i )−η

F β

f ∈ FσS ,T z ∈ Z

根据 存在 LOO 一致稳定 的假设，存在

，使得对任意 ，有
|l( f ′, z)− l( f , z)| =

|l( f ′, z)− l( f ′′, z)+ l( f ′′, z)− l( f , z)| ⩽
|l( f ′, z)− l( f ′′, z)|+ |l( f ′′, z)− l( f , z)| ⩽ 2β

f ′′ S T,σ其中 来自将 中第 k 个元素删除后得到的新

本体样本集对应的假设集。从而有

sup
f∈FσS ,T ′

n∑
i=1

σil( f , zT ′
i ) ⩽

n∑
i=1

σil( f ′, zT ′
i )+η ⩽

n∑
i=1

(σi(l( f , zT ′
i )+2β))+η

η > 0由于 是任意的，得到

1
n

sup
f∈FσS ,T ′

n∑
i=1

σil( f , zT ′
i ) ⩽

1
n

n∑
i=1

(σi(l( f , zT ′
i )+2β)) ⩽

1
n

sup
f∈FσS ,T

n∑
i=1

σil( f , zT
i )+2β+

1
n

T ′ Ξ̂S ,T (Ψ )

2β+
1
n

Ξ̂S ,T (Ψ ) 2β

这意味着，将 T替换成 ，对 的影响最

多为 。用相同的方法可以得到，对 S改变一

个本体样本点对 的影响最多为 。最后，

利用 McDiarmid 不等式[24] 得到定理 4 的结论。

Ξn(Ψ ) χ̄定理 5 用 和 来刻画本体数据依赖假设

集族 LOO 一致稳定本体学习算法的广义界。

F = (FS )S∈Zn

β

χ̄ Ψ = (℘S )S∈Zn δ > 0

f ∈ FS S ∼ Zn

1−δ

定理 5　设 为本体数据依赖假设集

族，存在 LOO 一致稳定 和 LOO-均值 CV 稳定

。设 如式 (7) 所定义，则对任意 ，

所有 ，式 (9) 在所有本体样本 中以概率

至少 成立：

RD( f )− R̂S ( f ) ⩽min{2χ̄,2Ξn(Ψ )}+ (1+4nβ)

√√√
log

1
δ

2n
(9)

RD( f ) = Ez∼D[l( f ,z)] R̂S ( f ) = Ez∼S[l( f ,z)] =

1
n

n∑
i=1

l( f ,zi)

这 里 ， ，

。
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S ′

z z′
证明　对任意两个本体样本集 S 和 （只有

对应第 k 个元素不同，分别记为 和 ，其他均相

同），令

Θ(S ,S ′) = sup
f∈FS

[RD( f )− R̂S ′ ( f )]

利用简单计算以及本体亏损函数界为 1 的假

设，可以得到：
Θ(S ,S )−Θ(S ′,S ′) =

[Θ(S ,S )−Θ(S ,S ′)]+ [Θ(S ,S ′)−Θ(S ′,S ′)]
Θ(S ,S )−Θ(S ,S ′) ⩽

sup
f∈FS

[
[RD( f )− R̂S ( f )]− [RD( f )− R̂S ′ ( f )]

]
⩽

sup
f∈FS

1
n

n∑
i=1

(l( f ,z)− l( f ,z′)) ⩽
1
n

Θ(S ,S ′)−Θ(S ′,S ′) = sup
f∈FS

[RD( f )− R̂S ′ ( f )]−

sup
f∈FS ′

[RD( f )− R̂S ′ ( f )]

η > 0

f ∈ FS sup
f∈FS

[RD( f )− R̂S ′ ( f )]−η ⩽ [RD( f )− R̂S ′ ( f )]

根据上确界的定义可知，对任意 ，存在

，使得 。

F = (FS )S∈Zn β

f ′ ∈ FS ′

|l( f ′,z)− l( f ,z)| ⩽ 2β

由 的 LOO 一致稳定 ，通过类似定

理 4 中的讨论，可知存在 使得对任意 z，有
。进而

Θ(S ,S ′)−Θ(S ′,S ′) ⩽
[RD( f )− R̂S ′ ( f )]+η− sup

f∈FS ′

[RD( f )− R̂S ′ ( f )] ⩽

[RD( f )− R̂S ′ ( f )]+η− [RD( f ′)− R̂S ′ ( f ′)] =
[RD( f )−RD( f ′)]+η+ [R̂S ′ ( f ′)− R̂S ′ ( f )] ⩽ 4β+η

(10)

η > 0 Θ(S ,S ′)−

Θ(S ′,S ′) ⩽ 4β Θ(S ,S )−Θ(S ′,S ′) ⩽ 4β+
1
n

由于 是任意的，式 (10) 意味着

。从而有 。

δ > 0 1−δ
通过文献 [25] 中的 McDiarmid 不等式可知，

对任意 ，式 (11) 以概率至少 成立。

Θ(S ,S ) ⩽ E
S∼Dn

[Θ(S ,S )]+ (1+4nβ)

√√√
log

1
δ

2n
(11)

Ξn(Ψ )

E
S∼Dn

[Θ(S ,S )]

下面计算关于拉德马赫复杂度 和式

(11) 中 项的关系：

E
S∼Dn

[Θ(S ,S )] = E
S∼Dn

[
sup
f∈FS

[
RD( f )− R̂S ( f )

]]
=

E
S∼Dn

[
sup
f∈FS

[
E

T∼Dn

[
R̂T ( f )

]
− R̂S ( f )

]]
⩽

E
S ,T∼Dn

[
sup
f∈FS

[
R̂T ( f )− R̂S ( f )

]]
=

E
S ,T∼Dn

sup
f∈FS

1
n

n∑
i=1

[
l( f ,zT

i )− l( f ,zS
i )

] =
E

S ,T∼Dn

E
σ

 sup
f∈FσS ,T

1
n

n∑
i=1

σi

[
l( f ,zT

i )− l( f ,zS
i )

] ⩽
E

S ,T∼Dn ,σ

 sup
f∈FσS ,T

1
n

n∑
i=1

σil( f ,zT
i )+ sup

f∈FσS ,T

1
n

n∑
i=1

−σil( f ,zS
i )

 =

E
S ,T∼Dn ,σ

 sup
f∈FσS ,T

1
n

n∑
i=1

σil( f ,zT
i )+ sup

f∈F−σS ,T

1
n

n∑
i=1

−σil( f ,zS
i )

 =
E

S ,T∼Dn ,σ

 sup
f∈FσS ,T

1
n

n∑
i=1

σil( f ,zT
i )+ sup

f∈FσS ,T

1
n

n∑
i=1

σil( f ,zS
i )

 =
2Ξn(Ψ)

η > 0

S ∈ Zn fS

另一方面，固定 ，根据上确界的定义，对

任意 ，存在 使得

sup
f∈FS

[RD( f )− R̂S ( f )]−η ⩽ RD( fS )− R̂S ( fS )

RD( fS )根据 的定义，有
E

S∼Dn
[RD( fS )] = E

S∼Dn
[ E

z∼D
[l( fS ,z)]] = E

S∼Dn ,z∼D
[l( fS ,z)]

另外，可知

E
S∼Dn

[R̂S ( fS )] = E
S∼Dn ,z∼S

[l( fS ,z)] = E
S∼Dn ,z′∼D,z∼S

[l( fS z↔z′ ,z′)]

S z↔z′ z′ ∼ D其中 表示将本体数据集 S 中的 z 和
相交换，进而有

E
S∼Dn

[Θ(S ,S )] ⩽ E
S∼Dn

[
RD( fS )− R̂S ( fS )

]
+η =

E
S∼Dn ,z′∼D

[l( fS ,z′)]− E
S∼Dn ,z′∼D,z∼S

[
l( fS z↔z′ ,z′)

]
+η =

E
S∼Dn ,z′∼D,z∼S

[
l( fS ,z′)− l( fS z↔z′ ,z′)

]
+η =

E
S∼Dn ,z′∼D,z∼S

[l( fS z↔z′ ,z)− l( fS ,z)]+η =

E
S∼Dn ,z′∼D,z∼S

[l( fS z↔z′ ,z)− l( fS \z ,z)+ l( fS \z ,z)− l( fS ,z)]+η ⩽

E
S∼Dn ,z′∼D,z∼S

[l( fS z↔z′ ,z)− l( fS \z ,z)]+

E
S∼Dn ,z′∼D,z∼S

[l( fS \z ,z)− l( fS ,z)]+η ⩽ 2χ̄+η

(12)
S \z

η > 0

E
S∼Dn

[Θ(S ,S )] ⩽ 2χ̄

其中， 表示在本体数据集 S 中删除元素 z 得到

的集合。由于式 (12) 对所有 成立，从而有

。

E
S∼Dn

[Θ(S ,S )] ⩽ 2χ̄, E
S∼Dn

[Θ(S ,S )] ⩽ 2Ξn(Ψ )结 合 和

式 (11)，可知定理 5 成立。

S ∈ Zm×n

S 1,S 2, · · · ,S m

l

i S l,i l ∈ {1,2, · · · ,m}
χ

沿用定理 1 中的标记， 为多重本体数

据集，它由 m 个本体数据集 构成，每

个数据集的容量均为 n。第 个本体子数据集的第

个元素记为 ，其中 。定理 6 刻画了

多重本体数据集框架下 LOO- CV 稳定 的作用。

F = (FS )S∈Zn

χ

定理 6　设 为本体数据依赖假设集

族，存在 LOO- CV 稳定 ，则
m∑

l=1

E
S∼Dmn ,z′∼D,z∼S l

[
P [A(S ) = l]

[
l( fS z↔z′

l
,z)− l( fS l

,z)
]]
⩽ 2χ,

S z↔z′
l S l z′ ∼ D其中 将本体数据集 中的 z和 相交换。

证明　通过推导可知
m∑

l=1

E
S∼Dmn ,z′∼D,z∼S l

[
P[A(S ) = l]

[
l( fS z↔z′

l
,z)− l( fS l

,z)
]]
⩽

m∑
l=1

E
S∼Dmn ,z′∼D,z∼S l

[
P [A(S ) = l]×
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sup
f∈FS l , f

′∈F
S z↔z′

l

[
l( f ′,z)− l( f ,z)

] ]
⩽

m∑
l=1

E
S∼Dmn

[
P [A(S ) = l]×

E
z′∼D,z∼S l

[
sup

f∈FS l , f
′∈F

S z↔z′
l

[
l( f ′,z)− l( f ,z)

] |S ]
⩽

m∑
l=1

E
S∼Dmn

[P[A(S ) = l]]×

E
z′∼D,z∼S l

[
sup

f∈FS l , f
′∈F

S z↔z′
l
, f ′′∈F

S \zl

[ [
l( f ′,z)− l( f ′′,z)+

l( f ′′,z)− l( f ,z)
] |S ]]

⩽

m∑
l=1

E
S∼Dmn

[
P [A(S ) = l]×

E
z′∼D,z∼S l

[
sup

f ′∈F
S z↔z′

l
, f ′′∈F

S \zl

[
l( f ′,z)− l( f ′′,z)

] |S ]]
⩽

m∑
l=1

E
S∼Dmn

[
P[A(S ) = l]×

E
z′∼D,z∼S l

[
sup

f ′∈F
S z↔z′

l
, f ′′∈F

S \zl

[
l( f ′,z)− l( f ′′,z)

] |S ]]
+

m∑
l=1

E
S∼Dmn

[
P[A(S ) = l]×

E
z′∼D,z∼S l

[
sup

f∈FS l , f
′′∈F

S \zl

[l( f ′′,z)− l( f ,z)]|S
]]
⩽

2
m∑

l=1

E
S∼Dmn

[
P[A(S ) = l]χ

]
=

2 E
S∼Dmn

 m∑
l=1

P [A(S ) = l]

χ = 2χ

S \zl S l其中 表示在本体数据集 中删除元素 z得到的

集合。

Ξn(Ψ ) χ

利用定理 1 中的本体多重集方法，结合定理 5
和定理 6，可得关于用 和 来刻画本体数据依

赖假设集族 LOO 一致稳定本体学习算法的广义界。

F = (FS )S∈Zn

β χ

Ψ = (℘S )S∈Zn δ ∈ (0,1)

f ∈ FS S ∼ Zn

1−δ

定理 7　设 为本体数据依赖假设集

族，存在 LOO 一致稳定 和 LOO-CV 稳定 。设

如式 (7) 所定义，则对任意 ，所

有 ，式 (13) 在所有本体样本 中以概率

至少 成立：
RD( f )− R̂S ( f ) ⩽

min

2Ξn(Ψ )+ (1+4nβ)

√√√
log

2
δ

2n
,

2χ
√

e+4

√(
4β+

1
n

)
log

6
δ


(13)

由于证明方法与之前定理类似，我们不再给

出具体证明。同时，通过替换证明过程中的一些
技巧，可以得到定理 7 的另外一个版本如定理 8。

F = (FS )S∈Zn

β χ

Ψ = (℘S )S∈Zn δ ∈ (0,1)
f ∈ FS S ∼ Zn

1−δ

定理 8　设 为本体数据依赖假设集
族，存在 LOO 一致稳定 和 LOO-CV 稳定 。设

如式 (7) 所定义，则对任意 ，所
有 ，式 (14) 在所有本体样本 中以概率
至少 成立：

RD( f )− R̂S ( f ) ⩽

min

2Ξn(Ψ )+8(1+4nβ)

√√√
log

3
δ

n
,

2χ
√

e+4

√(
4β+

1
n

)
log

3
δ



(14)

 

3   结束语

本文主要从删除一个本体样本的设定出发，
讨论具有 LOO 一致稳定性的本体学习算法的广
义界的统计学特征。主要从两个角度来讨论：

1）本体学习算法关于本体亏损函数具有 LOO
一致稳定性；

F = (FS )S∈Zn β

2）本体函数假设空间稳定，即本体数据依赖
假设集族 存在 LOO 一致稳定 。

利用统计学习理论的方法，分别给出了两种假
设框架下，本体学习算法的学习率的上界。得到的
理论结果表明，在算法一致稳定和假设空间一致稳
定的理论假设下，本体学习算法的误差界的上界可
以被稳定性参数很好地控制，进而保证了本体算法
的收敛性。鉴于各种形式的本体学习算法已被广泛
应用于基因学、营养学、化学、地理信息系统等领域，
本文得到的理论结果对本体学习算法的各类实际应
用有着潜在的指导意义和参考价值。关于稳定性在
具体某个本体学习算法中的表现，在未来的本体算
法执行中有待进一步实验验证。
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